Tutorat PeiP 1

CORRECTION EXO

Pour rappel : soient a,a, 8 € R. On considére le systéme paramétré suivant :

ar + Yy + z =«
r + ay + z =
r + y + az =a+p
Question 1
Ce systéme est équivalent & I’équation matricielle suivante :
a 1 1 T «
AX=B& |1 a1l ||y |= B
1 1 a z a+p

Question 2

Pour savoir pour quelles valeurs de a la matrice est inversible, on applique ’algorithme de Gauss.
Pour rappel, on ne peut avoir que des pivots constants lors de I’échelonnement.

a 1 1 1 1 a
1 a 1 — 1 a 1
11 Liels 11
1 1 a
— 0 a—1 1—a
Lo+Lo—L a 1 1
1 1 a
— 0 a—1 1-—a
Ls+Ls—alq

0 1—a 1-—a?

Ici, les deux lignes suivantes ne continennent pas de constantes en position pivotale.
On doit donc supposer a # 1.

On a alors :
1 1 a 1 1 a
0 a—1 1-—a 0 1 -1
0 1—a 1-—a? Lot La)(a1) 0 1—-a 1—a?
1 1 a
01 -1
L3<—L3/(1 (l) 0 1 1+a
1 1 a
— 01 -1
Lscba=lo \ g 0 244

Ainsi, pour avoir tout les pivots différents de 0, il faut également a # —2.

On en déduit donc que, pour que A soit inversible, il faut ‘a eER—-{-2,1} ‘
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Question 3 — a

La matrice augmentée A= All3 est :

—_
s}

Question 3 — b

On se place dans le cas a # —2 et a # 1.

a 1 1|1 0 O 1
1 a 1/0 1 O — 1
1 1 al0 0 1)59 g4
1
— 0
Début Q2 0
%
L3«L3+Lo
H
L3+—1xLg

a
1
1 1|1
1

oo~ OO
o

O =
= O
o O

(=)
o = O
O =

a 0 0 1
a—1 1—a (0 1 -1
l—a 1-a%2|1 0 —a
0 0 1

0 1 -1

1 1 —-1—a
1 a 0 0 1
1—a 0 1 —1
0 a24+a—-2|-1 -1 a+1

On remarque que a®> +a — 2 = (a — 1)(a + 2), ce qui est cohérent avec nos suppositions. Ici, pour
simplifier les calculs, on va rendre tous les pivots égaux et éviter les fractions.

1 1 a 0 0 1
0 a—1 1-a 0 1 —1
0 0 (@—-1D(@+2)|-1 -1 a+1
(a—1D(a+2) (a—1)(a+2) ala—1)(a+2)| O 0 (a—1(a+2)
= 0 (a—1)(a+2) —(a—l)(a+2) 0 a+2 —(a+2)
Pivots égaux 0 0 (a B 1)( ) _1 1 a+1
(a—1)(a+2) (a—1)(a+2) ala—1)(a+2)]| 0 0 a’+a-—2
— 0 (a—1)(a+2) 0 -1 a+1 -1
Laelaths 0 0 (a—D(a+2) | -1 -1 a+1
(a—1)(a+2) 0 ala—D(a+2)| 1 —(a+1) a*>+a-1
— 0 (a—1)(a+2) 0 -1 a+1 -1
brela=be 0 0 (a—1D(a+2) | -1 -1 a+1
(a—1)(a+2) 0 0 a+1 -1 -1
— 0 (a—1)(a+2) 0 -1 a+1 -1
frelazaxts 0 0 (a—D@+2)| -1 -1 a+1
On en déduit donc
a+1 -1 —1
L0 0 e e e
0 1 0 21 a+1 1
@ D@t (@-D@2) (@1 (et
0 O 1 —1 —1 a+1
(a—1)(a+2) (a—1)(a+2) (a—1)(a+2)
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Question 3 — ¢

On déduit la matrice A=! en lisant la matrice de droite de la matrice augmentée :

1 a+1 -1 -1
At = | 1 eyl -1
(@=Dla+2) \ 1 4 441

Question 4

On reprend ’équation matricielle de notre systéme :

AX=Bo A 'AX =A"'Be X=A"'B

Question 5

Puisque nous avons obtenu une expression directe des solution, il suffit d’effectuer le produit matriciel.

@
g
a+f
a+1 -1 -1 ac — 20 1 ac — 20
-1 a+1 -1 af — 2« :>A*1B:X:ﬁ af — 2«
-1 -1 a+1 ac + af (a—1)(a+2) ax + af
Ainsi :
_ aa—203
T = a—D(at2)
_ afB—2a
= (a—1)(a+2)
» = aa+tap
(a—1)(a+2)
Question 6
On reprend I’échelonnement mais en considérant cette fois si uniquement les valeurs a = —2 et a = 1

et la matrice augmentée coeflicient /seconds membres.

On reprend les matrices trouvés dans la question 2 avant de supposer des valeurs pour a et on fait,
eventuellement sur un brouillon, les opération sur les seconds membres.

En premier, on a :
1 1 a a+p
0 a—1 1-a -«
0 1—a 1-a®|(1-a)a—ap

On se place donc dans le cas a = 1, la matrice devient alors :

De fagon évidente, si a« # 0 ou 8 # 0, il n’y a pas de solution, sinon, si a = § = 0, alors on a
z + 1y + 2z = 0 et une infinité de solution.
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Prenons 'autre matrice trouvée dans la question 2 qui nous a ammené a faire une supposition sur a :

1 1 a a+p
01 -1 |-
00 2+a| -9~
On se place donc dans le cas a = —2, la matrice devient alors :
1 1 —2|a+8
01 -1 g
00 0|2

Ainsi, si @« # —f, alors il n’y a aucune solution, sinon, on obtiens :
1 1 -2
01 -1
00 0

Ce qui nous donne, une fois mis sous forme de systéme :

r+y—22=0 rT=z—3
o =
y—z=3 y=z+3

12 w|o

Question 6 — a

Poura=leta=8=0:

S ={(@y.2) €RY/e+y+=z=0}]

Poura=—-2eta=—-3":

s=ﬂn%56RWw=z—§Ay=z+

wlQ

Question 6 — b
Pour (a =1 et a # 0 ou 8 # 0) ainsi que pour (a = —2 et a # —f)

Question 7 — BONUS

On remarque que pour a = 1 et a = —2, det(4) = 0. En effectuant des divisions euclidiennes, on
remarque méme que det(A4) = (a + 2)(a — 1)

On peut en déduire que si une matrice est est inversible, alors son déterminant est différent de 0.

1l s’agit la d’une équivalence diie a une propriété bien spécifique du déterminant que vous verrez en fin
d’année.
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